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B EIT R A G 


ZUR 


AUSMITTLUNG DES WERTH ES BESTIMMTER INTEGRALE. 


VON 

REINHARD MILDNER, 

REALS CHüLPROFESSOR. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 3. JÄNNER 1S84. 


Es solleu in Folgendem die Wertlie der nachstehenden Integrale ermittelt werden: 

reo 

J = I arc eotg x 2 sin (lg x h ) dx 


und: 




arc cotg x 2 cos (lg x b ) dx . 


Durch Einführung einer neuen Veränderlichen \gx = z gehen die zwei Integrale über in: 


und: 


r-hoc 

—oo 

/M-oc 

' =j 


arc cotg e 2 ’sin hzdz 


arc cotg e 2z cos hzdz 


Das erste Integral J lässt sich in eine Smniue von zwei Integralen zerlegen, nämlich: 

r° r°° 

J == ave cotg e 2z sin hzdz-h er arc cotg c 2z sin hzdz — J t -t- J 0 


wenn man die aufeinanderfolgenden Integrale mit J { und bezeichnet Wird in J { —z statt z gesetzt, so 
nimmt J { die Form an : 


•/, = —J e~~ ar 


arc eotgc~- sin hzch 


■ — —j ^ * — arc tgc“~j. e ~ ; sin hzdz 

1 ih 


K r°° . 

= — 2 J e ~ s S1 


sin bz dz -+-I c~' arc tg e ~ u siu bzdz 
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Reinhard Mildner. 


lind da: 


/ oo 

C -si 


sin bzdz = 


l + i 2: 


so folgt für J, wenn mail zuvor arecotge 2 -’ im Integrale J. t durch aretge- 2 - ersetzt, der Ausdruck 


./ = • 


Im 




P 


/'»OO 

■Jr* 


ave tge —2 ~ sin fetfe+ I «“"ai'C tg ß““ 2 ~ sin fee/, 


Wird hier in beiden Integralen are tg er 2 ~ in eine Reihe entwickelt, so hat man: 


e z ave tg sin fe d , 


r°° 1 1 

:=l (r-jr S) + 5 ..)sinte<fe. 


Werden die einzelnen Glieder dieser Reihe nach der bekannten Formel 


I 


er ax sin bxdx = —»— — 
ar-\-b“ 


berechnet, so ist das obige Integral durch die unendliche Reihe bestimmt: 

1 1 1 


/ *c° 2 J 

e z are tg e~ 2z sin bzdz = b j~ ^ 2 —- ö" 


Auf demselben Wege gelaugt man zu dem Resultate: 


5*-t-i 2 5(_9 2 -t-i*) 




J^~~ are tg e_8 ' s * u bzdz = b £ 


1 


b % 3(7*-i-&*) + ödl'+i 2 ) 7(15 2 H-i 2 ) 


Dies beachtend, folgt für J der Werth: 


b 


1 


1 


2 • 1-+-6 2 H_ 3 2 -t-6 2 3(7 2 -h 6 2 ) " r " 5(11 2 h-6 2 ) 7 (15 2 h-6 2 ) 

111 1 


l 2 -+-i 2 3(5 2 h-& 2 ) 5(9 2 -i-6 2 j 7(13 2 -t-& 2 ) 

Die Glieder dieser zwei Reihen haben die allgemeine Form: 

1 

asj^tf+l) 2 -^ 8 ] 

und können also in Partialbrücke zerlegt werden: 

1 2 r 1 

*f(2*H-l) 2 H-Ä 2 l“lH-&* \2x (2, 


-+- •. 


2an-l 


*[(2.eH-l) 2 H-i 2 j 

1 


2 r 1 _ 2x— 1 

i2jX (2x — 


(2a:-i-l) 2 -t-& 2 (2a;-i-l) 2 -<-& 2 ] 

2x—l )*-(-&*]• 


x\(2x —l) 2 -t-6 2 ] 1-+-/A I2,x (2x—l ) 2 -^ 2 (2x- l) 2 -*-fc 

1-i-i 2 

Dies berücksichtigend geht die Gleichung «) durch Multiplicatiou mit —-— Uber in 


1 H-i, 2 
2b 


I - rl 3 117 

4 ^ 1.2 3*+&* 3 2 +i 2 ü ^ 7 2 -t- 


1 


i 2 H “ 7 2 +& 2 ; 1Ü 


11 


11 1 rl 1 115 11 

2 +6 2 ll 2 -t-i 2 "'J^U 1 2 h -& 2 l 2 -,-6 2 ö + 5*+i* 5 2 -h^ 2 ^10' 
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oder, wenn man beachtet: 


so ist: 


1 

9 


1 _1 _ 1 _ 

6 “ t ~10 14' 



- 1 

1 

1 

| 

1 

1 

1 

1 

26 -' y_ l 

. 1 ’-4-i 2 

3 2 -4-/, 2 

f) 2 —1-6 2 

7 2 +6 2 

9 2 -t-& 2 

•”J 


r 1 

O 

O 

1 

5 

7 

9 

| 

11 

| 


[ 1 2 -h& 2 

3 2 -f-6 2 

b 2 -hb 2 

7 2 -i-/> 

9*-h6* 

11 2 -+-6 2 


A) 


Es handelt sich nun um die Ausweichung’ der Reihen in den eckigen Klammern, und diese kann auf nach¬ 
stehende Weise bewerkstelligt werden. Es ist bekanntermassen: 


cos x 


cos zx 


O (x,b)— 02_j_J2 “ l ~ 


cos 4x 


3 2 +6 2 


4 2 h-6 2 


1 Tz e bx -\-e~ bx 

W~2b ' ‘ 


Wird hier x durch ~—x ersetzt, so hat man für die Reihe mit lauter positiven Gliedern: 

cos ?; cos 'Ix cos 3a; cos 4x 
l 2 -j-6 2 ^ H “ 4 2 -t-6 2 

Es ist ferner die Summe der geraden Glieder: 


cos 2x cos Ax cos Gx 

L G^ + ' ' ‘ = 4 


1 cos 2x cos 4x 


2 2 -hb 2 


X+ h ± 


H- 


-h 


cos Gx 


b z b 2 

2*-h t- 3 2 -h - 
4 4 




Die zwei letzten Gleichungen durch Subtraetion vereinigt, geben: 


cos# 


cos 3x cos 5# 


l 2 +6 2 3 2 h-6 2 5 2 -h6 2 




=j ?(’—■ä» >i) — ?(~— x > b ) 


o) 


4b 


e l $.- x ) _- l Q~ x ) 

6z _6z 

e 2 -HC 2 


und durch Differentiation der letzten Gleichung nach # erhält man alsogleieh: 


sin x 


3 sin 3x 5 sin 5# 




v-i-b* 3 2 -*-6 2 




5*—(-6® ^ 4 


e 2 -t-c 


6z 

2 


Aus den Gleichungen d) und s) gehen durch Substitution von x = ~ die Werthe der zwei eingeklain- 
merten Reihen ohne Mühe hervor. Es ist nämlich: 


1 


1 


1 


1 2 -h6 2 3 2 -h& 2 o z ~hb z l z +b z 9 z +b z 


6z 6z 

- e~-e~ 

2bV2 ' £ -£ 

e 2 -i-e 2 

6k 6k 

e 4 -t-e 4 


1 2 -h& 2 


3 2 -4-6 2 5 2 -t-i 2 7 2 -i-b 2 26 ‘ f- -y 


>) 


F) 
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li c i uh a y(l Mild nur. 


Diese Wertlic, in Gleichung A) eingesetzt, geben für (las zu berechnende Integral (len Ausdruck: 

,°° f'°° i 

I arc cotg x z sin (b\gx)fto = I arctg — .sin (b]gx)dx 

J o J « x 

5tt 6 jt 

» (\-h)e T -(l+l ) ) e ~ T 




blZ ÖK 

T ~~ T 

ß -he 


i) 


Alis Gleichung B) findet inan noch den Wertli des Integrals: 


r* oo 

j (e e -he~ J! )are tge - - J ' sin taJt/a; = «7 -h- 


6s 


2(l-t-6 2 ) 


K 

bn bi t" 

b (\~b)?—(\^-b)e~~ 


1/2 

ß“ -f-ß 


2) 


für b = 1 erhält man die einfachen Resultate: 


J ^oo /oo 

arc ctgx 2 siu(]go;)<to = I arc tg~ .sin(lg ;x)dx 


r,e 


2 (e--he *) 


P 


ß 


K 

(e*-he-' r ) ave tg e~~ 2x sin xdx — ^—— 

21/2 




2e 


“4 


1/2 


ß~-|-ß “ 


3) 


4) 


Das zweite Integral J' kann durch Einführung einer neuen Variablen Igx —^ ähnlich wie das erste auf 
die Form gebracht werden: 


r°° k C 00 

J = I arecotg x % cos {b\gx)dx = — I ß-~ cos dz 
K 0 W ^ 0 

f oo /'CO 

ß 3 arc tg e~' iz cos bzdz — I ß _ ~ are tg ß~ 2 ' eos fock. 


C) 


Ersetzt man arctgß -22 durch eine unendliche Reihe und entwickelt die einzelnen Integrale nach der 


Formel: 


so folgt: 


r eo 

ß-^ 

' 0 


2 cos bzdz= 


a* + b 2 


j, _ 7t | 1 15 19 113 i 

— 2(1+6*) + ll 2 +/A 3 • 5*+6* + 5 ’ 9*+6* T ' 13 J -t-i 2 " ’J 

r 1 17 1 11 i 

L3*+6 2 3 • V+b* + ö" - 11*+6 I_ ’"J 
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Die Glieder der eingcklammcrteu Reihen haben die Form: 

2x4-1 


[(2x±l f + b 2 ] 

and lassen sich, wie folgt, in Partialbriiche zerlegen: 

2x-l Irl 2.v —1 


x[(2x —1) 2 -h/i 2 J 1-h/, 2 

2x4-1 

x[(2x-h1) 2 4-// 2 J — T+Jd 


[- 


1 [I _2- 

U <2. 


——- h 21/ _-_: 1 

x— 1) 2 -h& 2 ^ ° (2x — 1 ) 2 -h// 2 J 

l 


(2 

2 x-h1 


X4- 11 2 -h6 2 


- 4-2 6 2 - 


jr]- 


(2x-t-l) 2 +ft* 

Nach ausgefllhrtcr Zerlegung der einzelnen Thcile in l’artialbrüchc erhält man alsoglcich: 

1 1 


14 - 6 * 

/— 7,2 1 „ 

1 

1 

2 ’ 

i 1 2 - h /> 2 

3 2 - h / i 2 

5 2 - h £> 2 


+ 1 1 -H 

3 

5 


L 1 2 - h £< 2 

3 Z - Hi » 2 

5 2 -{-^ 2 


7 2 +fc 2 
7 


+ 


7 2 -H& 2 


+ 


9 2 -hF 2 

•] 


m) 

lO 


Es sind dies dieselben Reihen, deren Werthe bereits unter X) und u.) ermittelt wurden. Man findet daher 
mit Berücksichtigung dieser zwei Gleichungen nach kurzer Rechnung für das Integral J' den Ausdruck: 

r* 5 r°° i 

J — I arc cotg.r 2 cos (b 1 g.r) clr = I arc tg —g- eos (i lg 

^ O ^ o ' l 

x [(1 -hi)e 4 -h(1— 4 ] 


6 - ÖK\ 


l/2(l+&*)(c 2 4-e 0 
Aus Gleichung C) crhlilt man noch das Resultat: 

r oo 

I (e : — e~~) arc tg e -2 -' cos 6; dz = — 


1/2(1 4-& 2 ) 


An 


(l-l-/<)e 4 -)-fl — b)e 4 1 

i/f 


Öit ör 

T ~~ T 
0 -f-e 


und für & = 1 folgt noch aus 5) und 6): 


j" arc cotg .r 2 cos (lg .r) thv — J arc tg . cos (lg .v) di 


r.e 






) arc tge“ 2 - eos zdz 


_ü_r_2i_L.__ü 

i/9 j 


/2- 


Ähnlich wie die Integrale J und J' lassen sieh auch noch die folgenden Integrale behandeln: 


r oo 

lg 

' 0 


1-Kt* 2 


■ cos (6 lg.r) tlr 


Denkschriften «loi* imilhem.-natunv. CI. XLVlIl. Bd. Abhandlungen von Kiehtmitglwdcrn. 


UM 


5) 


0) 


0 


81 
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[{enthu nl Mt hlii er. 


und: 


r w 1-w 2 
Q = I lg —^— sin (p]g.v)thv. 


cos bzdz 


Dnrcli Substitution von 1 g>r = z nehmen die Integrale P und Q die Form an: 

/M-oo r+ oo 

P = c~ lg (1 -he - “ - '’) eos bzdz Q =J e" lg(l-f-e 2z ) sin bzdz. 

J — oo ' —oo 

Das Integra] P lässt sieh in zwei Theile zerlegen: 

p><» noo 

P =/ e 3 lg ( 1 - 4 -e -23 ) eos dz •+■ I P lg(lH-e -23 ) eos fe d~. 

— OO 0 

Wird im ersten Integral — 2 - durch 2 ersetzt, so hat man dafür: 

r° r°° r°° 1 _4_ e — 2 

I P lg (I-hc - 2 -*) eos l~dz = I e - 3 lg(l-+-e+”) eos icd 2 = I c~ 3 lg 

p<oo /‘OO 

= I ß“~ lg(l-t-ß~ 2 ~) eos bz dz -\-2 jze~ z eos Je 
und es zerfällt demnach Pin die drei Integrale: 

p*oo /oo /'oo 

P = 1 e z lg (ln-ß“ 2r ) eos bz dz-h* I ß”~ lg(l+ß“ 2 “)eosfef /^-+-2 I ze~ z eos bzdz. 

c (i 1 0 

Wird der Logarithmus unterm Integralzeichen durch eine Reihe ersetzt, so hat man 1 ür das erste Integral 

r°° r°° i i 

I ß~ lg(l-hß~ 2c ) cosZcffe = I (ß -5 — — ß~ 3 ~ *+- 7 r 6> ~ s ’—• • *) cos bz dz 


D) 


1 1 


1 5 


l 2 -t -/, 2 2 ' 3 M-fc 2 3 ‘ f>*-*-J* 


Desgleichen ist auch das zweite Integral dureh die Reihe bestimmt: 

i f e ~' lg ^ + e ~ 2 ’’) cos ,/2 “ 3Ü+& 2 “ J ‘ 5 2 h-// 2 "*■ ¥ ' 7*¥-T>*~ 


1 7 


und für das dritte Iutegral ergibt sieh durch Anwendung der theilweison Integration: 


f 


00 1 — b 2 

£ß -:r eos bz dr = 


(i +b 2 y 


Die einzelnen Glieder der zwei Reihen können nach m) und n) in Partialbrüche zerlegt werden, und es 
folgt dann für das ursprüngliche Integral P nach kurzer Rechnung: 


*oo 1 , ,.2 


I lg ~d~ cos 1 h ^ ,lv = - 777 - - , 

* o ’ I -4-/^' (> ■! -f-e ■! ) 


1») 













JJaitra;/ zur Äusmittlumj des Werlhes bestimmter Intel) rah . 
ferner geht aus Gleichung D) das Resultat hervor: 

roo roo 

I (e x ^-e~ x ) lg(l-t-e~ 2;r ) eos bx (Lv == P —2 I xc~ x 
'S 0 ^ 0 

5 2 —1' 
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cos b.v ihv 


2 

71 

= i -*-b % 

bx br. 

^e~~\~e~ T 


10 ) 


Durch dasselbe Verfahren wie bei P kann das Integral Q durch die nachstehenden drei Integrale (lar- 
bestellt werden, nämlich: 


X OO ro O 

er lg(l-be _ ~’) sin bzdz— / e~ z 


lg( l-hc“ 2 ") sin bzdz—2 I ze~ z sinbzdz. 
o ^ o 


roo 

*- 2 J ; e " 3siI 


E) 


l>ic zwei ersten Integrale, durch unendliche Reihen »usged rückt, geben: 


/: 


lg (1 h-c“ 2 -) sin bz dz = b 


lg (1 -f-c -2r ) sin bz dz = b 


1 


1 


1 


1 


Ymr 2(3*-t-6 2 ) - 1_ 3(5‘-t-6 2 ) 4(7*+6^ 

1111 


1 1 
-f- — 


3 2 -nt 2 2(5 2 -ni 2 ) o(7 2 h-Z> 2 ) 3(9 2 -f-i 2 ) 


-H • 


und das dritte integral hat bekanntlich den Werth: 


f * 00 26 

/ 2C—' sinierk = (1-4-i 2 ) 

A 


Durch eine Partialbruchzerlegung der einzelnen Glieder der zwei Reihen nach den Formeln ß) und y. 
erhält mau nach kurzer Rechnung tür Q : 




Ab 

\ 1 

3 

- —1 

5 

l 2 -t-& 2 

l 2 -+-i 2 

3 2 -h6 2 

5 2 H-t» 2 


oder, wenn die Reihe in der Klammer summirt wird: 

r°° l_H t r2 

Q= lg —— • sin(Mg.r)(/.f=- 

4/ A 


26<t 


( ör\ 

e 7 -+-<f T ) 


und aus Gleichung E) folgt alsogleich: 


(V — e~ T ) aiüb.v lg(l-t-e -2x )</a , = - 


2b 


-b* 


l-f-6 2 b JL 

e 2 -i-e 2 


11) 


12 ) 


Durch eine ähnliche Behandlung gelangt man noch zu den nachfolgenden Resultaten: 


-e-e~ x ) lg ( 1 — e“ 2x ) cos b.viLv 


p 

^ 0 

r oo 

( e* — c ~ x ) sin b.v lg (1 — e~ 3 


)ilx 


1 —1-2> 2 

1 

ITi 7 


V-i b- l— 


l-^-b 2 

46 


1-<M 
2 ’l-r-eH 


e tr —1 ] 
c Sit -+-l J 


1-hV 


13) 

14) 



































324 


Iieiit/tarti Mili/iirr. 


1 in rijrigon können alle Integrale mit Ausnahme der zwei letzten ans allgemeineren Resultaten olme 
Zuhilfenahme von unendlichen Reihen hcrgelcitct werden, wenn man von dem bekannten Integrale ausgeht: 



1 -t- j. ,r 


(/.c = 


TT 


. vm 
/•sin — 
r 




Durch thcilwcisc Intccrratioii kann das folgende Integral auf nachstehende Form gebracht werden: 


f°° aretgo* , aretg.i* \°° p 

-*-vj r+ 

*- 7 n o ^ n 


1-4-0?*'* 


cLv. 


Der erste Tlicil verschwindet, sobald p> k>0 vorausgesetzt wird, und das Integral rechter Hand kann 
nach obiger Formel bestimmt werden. Es ist also: 



arctg.r'' 


(hv = 


7X 


2/rsin 


£di 


.., />'■fr 


; p> l> 0. 


Setzt man hier im Integral k = wobei der reelle Theil positiv und p>u sein muss, so kann die 

Potenz im Nenner auf die Form gebracht werden : 

und : 

J+T = ^T • e-“'s*= -qr [cos (ft lg.«•)-/sinnig.«-;], 


und cs zerfällt das vorliegende Integral nach ausgfiihrtcr Substitution in die zwei Theile: 


r°° ; i 


iire tg.r'*cos(lg.i ,6 )<7.c 


^arc t g.r p sin(lg.* ,A ) 


71 

J 


. v a+l 


1 


1 

a — bi 


d.v = 


(rt-t-W)COS 


(a-hbi)T: 


= 1 J — Q i • 


(a z -+-b z ) cos — 


(tt-t-bi) 


*p 


Es ist aber bekanntlich: 


1 0 cos z Ke y -\-cr y ) -h i (e v — c~ y ) sin z 

cos (z-t-iy) ^ * e l,J -+-c _2 "-{-2 cos 2z 


und man erhält mit Rücksicht auf die letzte Gleichung nach Trennung des reellen Theile# vom imaginären für 
r und ( t ) 7 das ist für die vorliegenden Integrale die Wcrtlie: 


r°°arctg.i^cos (lg.r 6 ) , /j< = 

I .i.** 1 " 

1 0 

f°° arctg.r^siiulg.r^ _ 

- : --- (/.<• = ■ 

/ ,r afl 


r:[rtCOSr/X(<? AX +r w ) 4-//sin rM(e AX — e"^)l 
-t-e~ 2ÄX 4-2 cos2t/X) 

<-rficoSrtX(c 6X -hr _Ä> )— /<sin<M(e 4X —e“ 6X )| 
(„* +. 6* 1 (<?*»• -4-c- 2ftX 4- 2 cos 2 f/Ä) 


15) 


IR) 

























beding zur Ausmittlung des Werthes bestimmter Integrale. 
wohn /. = — gesetzt wurde, und nebstdem i»a > 0 vorausgesetzt ist. Insbesonden 


325 


uud o —1 aus den letzten zwei Gleichungen, da hier X = -1 ist, die einfacheren Resultate: 


e ergeben sich fiir^ = 2 


r 


’arctg.r 2 cos (lg.r 4 ) 


tb = 


[ 4lt _ 
(l-f-5)e 4 '-+-(l— b)e 1 




I °°aretg.r 2 sin 

J.. ? 


/,00 -- ‘“ 2 sin (b lg,<) ^ = [(5-1) ^-<-(5-t-l)e~^ 1 


Are b~ 


und: 


l/2(l-h£ 2 )^ 2 2 ^ 

Durch Einführung einer neuen Variablen a = Igeben die beiden Integrale über in: 

f°° are tg.r 2 cos (b lgr) } _ f*°° 

J ?- arceotg// 2 . cos (ilgy) Jg 

0 J 0 


17) 


18) 


r°° arc tg.r 2 sin (5 lg.r) t . = _ 

J JC Z 


f *oo 

/ areeotg// 2 .sin(Mgy)d//. 


^ 0 


welch’ letztere Resultate mit denen der Gleichung 1) und 5) übereiustimmen, wenn man die Ergebnisse der 
Gleichungen 17) und 18) beachtet. 

Um noch weitere allgemeinere Integrale auszuwerthen, benützen wir das Integral: 


r 


’lg(l-K^) 


>.4-1-1 


ClVy 


welches durch partielle Integration in die zwei Tlieile zerfällt: 

r°Mi±£i~ p rv-*-< 

J 0 **+‘ b? } + Tj 

0 0 

Wird hier, wie vorher J»fc>0 vorausgesetzt, so geht der erste Theil in Null über, und es ist dann, 
' U 'u ' as Iute o ral rechter Hand nach der Formel vom vorigen Beispiel berechnet wird: 


J' co ]j( 1 H - x p) , „ 


^T7 dx ~ - TZ ; fiir 2» k> 0. 

0 4 sin — 

P 


19) 


Setzt mau m Formel 19) k — a-i-bi, wobei wir^xoO annehmen, so zerfällt das Integral in die zwei 
Integrale: 


r 


lg(l-H.r^)eos (lg.r 4 ) 




dx-i j"°° |g(l+^)sin(lg.r 4 ) ^ 


uud der Ausdruck rechter Hand geht daun über in: 



















II einhurd M i l <1 n c >'• 
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- («—I») 


I’-Qi, 


(rt-4—i»0 sin (fM-60 — (a*-i-t*) Sill ; 


wobei P den reellen und Qi den imaginären Theil bedeutet. 
Zur Ausreehnuug soll die Formel benutzt werden: 


1 gin.t*—?'(<?"—c »’Qcos.i; 

• = 2? . — 


—2 cos 2wi; 


siu(:f-H/y) 

alsdann ergeben sieb für die zwei Integrale nachstehende Weither 

p = f°° lgO+ff) . cos (lg.r 6 )»/.c = 

J # .v«+> 

2;r | a sin «X (e a -+-<r 4 & cos«X (e a — c~ iX )] 
(a'-t-lP) (e 3W - -t-e- 24 *- —2 cos 2 «A j 


<?=r • sin ( m ° 

J o * l 

;T[^sinuX(e il> -i-e~ a )d~ucos((X(c 6 ' e 6) )] 

(<**4-6*) (e* 4X -t-e —S4X — 2cos2uA) 


wenu mau zur Abkürzung 


setzt, und nebstdem 


vorausgesetzt wird. 


71 

~ P 


■ a> 0 


Pür j)=z2 und «=1 folgen aus den letzten zwei Gleichungen die spcciclleu Iiesultate: 

( in __ Ä*\ 

e~ -j-e '/ 

J — " • cos ls ’ = (1-+-6 2 ) (c k +r*M-'-’) 


20 ) 


21 ) 


22 ) 


(1+& 2 ) 


(S 4V 

-t-e / 


J°° l g( l^'« - -sin(Mg.f)^ = 


2b~ 


(1+& 2 ) 


fv -tV 

\<T-t-e / 


Ersetzt man in 22) und 23) .«? durch die neue Veränderliche i , so ergibt sich sofort: 


r oo 

. ' s r 


-»-y 


.sin (li\gy)<l 


f°° lg(lH-.r*) 
//-/ 

2 0 


sin(Mg\r)</.i\ 


23) 
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Beitrag zur Ausmittlung des Wertlies bestimmter Integrale . 

übereinstimmend mit den Ergebnissen in 9) und 11), wenn die Wcrtlie der Integrale rechter Hand aus den 
Gleichungen 22) und 23) entnommen werden. Um noch zu Integralen zu gelangen, von denen 2) und (>) als 
specielle Fälle erscheinen, setze man in die Gleichungen 15) und 10)^ = 1 und führe gleichzeitig die neue 
Veränderliche z mittelst der Gleichung a* = e~ z ein, so nehmen die Integrale die Form an: 


und : 


f 00 arc tg.r cos (61g#) r +c ° 

■=J - , d.r=Je° z arc 


tgC“ ff COS bzdz 


„ r°°aretg.r sin(Jlg.r) 1 f“°° , . . , 

Q — I -——^ry- chv — I e az are tg e~ z sin bzdz . 


Das Integral P kann in die folgenden zwei Integrale zerlegt werden: 


P = I e nz are tge~ s cos bzdz-h | c a 'aretgc > “'cosbzdz = J t -h J 2 . 


J geht durch Vertauschung von [—z mit z über in: 

roo noo 

J x = J <r~ a "arctgc 5 cosbzdz = I — arccotgc^e -05 cosistb; 

= Z‘a t +I*~J e_a ' arc *S e ~~ cos bz/te. 


Der Werth von J, in Gleichung F) gesetzt, gibt: 



roo 

(«"- 

■e~ az ) arc tg e~ z 

cosbzdz = 


J o 

r aiZ ( 

bn bx 

b -,r 

/ v - . uz 


a cos -Tr- ( 

3 2 -he lJ J-hb 

[e 2 — C 2 ) Slll-JT- 

z 

2 v 

v. / 2 

a 2 -hb 2 


e bK -he~ b7Z -h2 cos az 


F) 


24) 


Ganz auf dieselbe Weise erhält man: 


f: 


( e az -he ~ az ) arctge - * sin bz dz = 


a*-hb* 


az / - - S5\ «x ( t - *Üy 

6eos— [e 2 -he 2 J —r/siiTg“^ 2 — e 4 J 

e b ~-hc~ b7: - f-2 cos az 


25 ) 


Selbstverständlich muss hier 1 >u>0 vorausgesetzt werden. 












32 S 


Reinhard Mi hin er. 


Ersetzt man in 24) und 25) <i durch und h durch , und führt alsdann in den zwei letzten Integralen 

i z 

eine neue Variable mittelst der Gleichung z = 2y ein, so stimmen die Resultate mit denen aus Gleichung 2) 
und G) vollkommen überein. 

Ähnlich gelangt man durch Substitutien von p = 1 und gleichzeitiger Einführung der neuen Variablen 
lg ; r = — z in die Formeln 20) und 21) zu Resultaten, von denen wieder die Integrale in 10) und 12) «als 
spccicllc Falle betrachtet werden können. Durch diese Umformung erhalten die beiden Integrale die Gestalt: 


r°° ig(i-Ki‘) 

J # *•+> 

p g (l+.r) 

J o *‘ + ' 


; foo 

e ar lg(l-he _ ~) eos hzdz, 

— OO 

/ H-OO 

e“ 3 lg (1 sin bz dz ; 


P lässt sieh in die zwei Integrale zerlegen: 

r 

P= I e a -'lg(l-)-e _ -)eosi^ffc 


e a: lg(l H-e -5 ) eos bz dz =J { -+-J,. 


Wird in J t . . 


durch — z ersetzt, so folgt: 

J, = I e- a -]g(l-he~)eosbzdz = j e~ n ~ lg * 

J o K e 

/ oo n oo 

e- as \g(l-he-*) eos bzdz-h / zer * 3 cos 


cos hzdz 


cos hzdz . 


Der Werth von J A berücksichtigt gibt für P: 

J ^oo p*oo 

(e az ~he~ az ) lg (1 -he~ z ) eos bzdz-r- / ze~ az cos hzdz 
o ^ o 

Das letzte Integral ist bekanntermasseu durch den Ansdruck gegeben: 

C°° , 7 a 2 -b 2 

| ze~ az eos bz dz — 

J # O**-^*)* 

lind man hat schliesslich, wenn der Werth für P ans Gleichung 20) eiugcsetzt wird 

/ OO 

(e“-t-r 1 '-’) lg (1 -+-e -J ) cos bzdz = 


1 I asin ixt: (e blt -he~ b ^) — bcoscc: (e hK —e~ b *) b 2 —a 2 

- 2cOS2(OT (t 2 ~hb 2 


Dcssgleichen folgt noch für Q der Ausdruck: 


/'oo noo 

Q I (f? — p (,z ) lg*( 1 ~) siu hz dz~\— I ze-* 3 sin bzdz , 


20) 










Beitrag zur Ausmittlung des Werth es bestimmter Integrale . 


und daraus ergibt sich: 


a 2 -h^ 2 


f oo 

( [er **— e az ) lg (1 sin bz dz = 

- o 

fr sin aK(e bK -\-e~ l,lt ') -Ho cosorr^“ — ß~ Ä7C ) 


In 2G) und 27) muss a positiv mul kleiner als 1 vorausgesetzt werden. 
Das nachstehende Integral: 


roo 

J = j e~ 6 *\g(i-*-e- x 


*0 Ir, 
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27) 


aus welchem eine Reihe anderer Integrale abgeleitet werden kann, lässt sich leicht ermitteln, wenn der Loga 
ritlnnus unter dem Integralzeichen durch eine unendliche Reihe ausgedriiekt wird. Es ist dann: 

lg( 1-+-£“*+**) = i e —2x-h2 i xi_^_ 

^ — 3u.--|-3 ni 4ou_| ^ 5x -(-5 ^ 

3 4 5 


Werden hier die Expouentialiunctionen mit imaginären Exponenten durch trigonometrische Functionen 
ersetzt, so geht J über in: 

r°° 1 1 

J — I e~ hx (e~ x cosa- j c“ 2 * r cos 2a-b 77e —3j? cos 3 a— ,,.)dx -h 

J 0 1 ° 

r°° 1 1 

i I e^~ bx (e~ x s\na —— e“ 2x sin2a-f- —e~* x $in 3«—. . .)(/.s 

J 0 J 0 

■-]- 

Der Logarithmus unter dem Integralzeichen lässt sich bekanntlich folgcudcrmasscn umgestalten: 

lg(l-hß _x + ai ”) = lg(^l-i-6 _:r cosa-+-/6 > “- r sin «) = 


[ COS Ci 

cos 2a 

cos 3 a 

1 

cos 4 a 

1 

|l + 6 

2(2+6) 

3(3+6) 

4(4+6) 

siu a 

.sin 2« 

siu 8 K 

sin 4« 

Ll-t-6 

2(2+/,) 

8(3+6) 

4(4+6) 


sin a 


— lg(lH-2e _x cosa-}-e _2x )-b/arctg ——- 
Daraus ergeben sich alsogleieh die Wertlic der zwei Integrale: 

r°° 

/ c~ bx lg (1 -h2e~ x QQS<x-+-e~ 2x )dx = 


cos a 


i) 


e _bx arctg 


2 

cos a 

cos 2 a 

cos 3 a 

cos 4 a ] 


1+6 

2(2+6) 

8(3+6) 

4(4+6) "*"•••] 

sina 

, siu a 

d v • —■ 

sin 2 « 

sin3a sin4a 

1 

(F-hQOÜX 

1+6 

2(2+6) 

3(3+6) 4(4+6) 


In 1) und 2) muss: —1 <4< + oo angenommen werden. 

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. XLV 1 U. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. 
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Jieinhard Milchter. 


Wird in diesen zwei Gleichungen — 6 mit 6 vertauscht, so hat man für alle zwischen - 4 -] und —oo 


liegenden b: 


n<x> 

| e hx V&{l-\-2e~ x QQ%cz- s t-e- Zx )dx = 


3) 


2 


cosa 

cos 2 a 

cos3a 

cos4a 

i -~b 

l 

\c 

'bi 

I 

H 

3(3 — 6 ) 

1 


-]> 




x n , sma _ Sin« sin Ja sinoa 
arc tg _ j r — ______ 


sin 4a 


" eM-cosa * 1 —b 2(2 — b) 3(3—6) 4(4—6) *“ 

Die Gleichungen 1 ) und 3) durch Addition vereinigt geben für alle zwischen -hl und — 1 liegenden 6 : 

Too 

(e bx -\-e~ hx ) lg (l-h2e~ x cos a- i-c — 2,r ) dx = 

0 

cosa COS 2 a cos 3a cos 4a 


4) 




1 2 _6 2 2 2 — 6 2 3 2 — 6 2 4 2 — 6 2 


Nun ist aber für — bekanntermasseu die ltcihc in der eckigen Klammer durch den Ausdruck 

bestimmt: 

cosa cos 2a cos 3 a cos 4a 


daher folgt: 


1 2 — 6 2 2 2 — 6 2 3 2 — 6 2 4 2 — 6 2 




1 /7rcos6a 1\ 

26 V sin 6 a: 6 /’ 


f 


°° , „ N _ 2 /K cos 6 a 1 

0 Jx +e-^)lg(l-*- 2 c r cos«+c—* )>lx= i(-^ - iy 


5) 


Für a.. . .(,t— «) gesetzt gibt: 


ß 


2 r 

lg (1 — 2 e ~ x cos a-\-e~ lx ) dx = ^ I 


2 r;rcos 6 (a: — a) 1 


sin 67 : 


6 ) 


Durch Snbtraetiou (1er letzten zwei Gleichungen ergibt sicli: 

„„ .. 2k sin b (‘^T — a') 

°° , e c H-e _ - c -4-2cosa V2 / 

lg — --—-- dx — — 

\ s ° n x o — x 

0 


ß 


e x -\-cr x —2 cos a 


. hx 
6 cos — 




und fiir a = 0 gil)t die Formel 7): 



1 -hß X 

1 - "P 


dx 



Verbindet man Gleichung 1) und 3) durch Subtraetion, so ist für 


— 1 



lg (lH- 2 e -x cos <x-\-c~ ix )dx — 


— 4 b 


cos« 

] (] 2 — Id) 


cos 2 « 

2{¥-V) 


cos3a cos4a 

3(3*_4*) — 4(4 ? — ¥) 


3) 


9 ) 
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Werden die Gleichungen 2) und 4) durch Subtraction vereinigt, so hat man: 


/: 


/ ; i , sina 7 
( e bx — e ~ bx ) are tg - dx = 


2b 


[■ sina 

i*^i 


sin 2a 


e x H-eosa 
sin 3 a sin 4a 


-£ 2 2(2*—b 2 ) 3 (3 2 —b 2 ) 4(4 2 —b 2 ) 

Um den Werth der eingeklamnierten Reihe zu finden, gehe man von der bekannten Gleichung aus: 


eos a 


COS 2a COS 3s 


1 2*—6* ^'d*—b* 4 2 —i 2 " 

und integrire von 0 bis a nach a, so folgt alsogleich für die zu berechnende Reihe der Ausdruck: 
sina sin 2a sin3a sin 4a 


cos 4a _ 1 /TT cos hoc 1 \ 

26 v sin br. b) 


sin 2a 


1(1 2 —i 2 ) 2 (2 2 — b 2 ) 3(3 2 — b 2 ) 4(4 2 -/i 2 ) 

und das vorliegende Integral hat den einfachen Werth: 


1 / TTSiu&a \ 

2b 2 \ sin^7r } 


(e bx —e~ bx ) arc tg 


sina 

e^-hcosa 


* dx 


1 , n sin bcc \ 

■ = r f'—•—7-« ); —^ < « < -H*. 

b V Sin br. ) 


10 ) 


Die letzte Gleiehung geht durch Vertauschung von (,t —a) mit a über in: 

sina 


/ 


, . . N , siua , 1 r/rsini(;r—ai -i 

(e bx — e~ hx ) arc tg- dx = — - : — -4- a . 

v ° e x —cosa bl sin br. J ? 


10) und 11) durch Addition verbunden geben: 

2 sin a 


r 


(e bx —e~ bx ) arctg 


<r _ s>—x 


e x —e 


dx = ~ 


COS 


(!-“) 


bi r 

C0S T 


-1 


ii) 


12 ) 


7T 71 

Für a = und für a = — folgen beziehungsweise aus den Gleichungen 10) und 12) die einfachen 

Li 0 


Resultate: 


und: 


/ CO r 

(c i<r —6 _i *) arc tg tfx* = ^sec — 1 ^ 


ß 


( e 6x — e~ bx ) arccotg(e* — c ~ x ) r/.r = — 


cos — 

o 

£T — 1 

cos — 


13) 


14) 


Durch Addition der Gleichungen 2) und 4) erscheint das nachfolgende Integral durch eine unendliche 
Reihe ausgedrückt, welche sich ebensowenig wie die Reihen in 1)*, 2), 3), 4), und 9) durch einen geschlos¬ 
senen Ausdruck darstellen lassen. Es ist also: 


I 


, . , . , sina 

(e bx -^e^ bx )avc tg —- dx — 


e x -f-cosa 


15) 


^ r Sina 

ll~ 


sin 2a sin 3a 


siu4c 


2 2 — b 2 3 2 — b 2 4 2 — b 2 




]• 
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Reinhard Milthier . 


Substituirt man in den Gleichungen 5), 9), 10) und 15)6/ statt b , so erhält man die Werthe der folgenden 
Integrale, die den Ausgangspunkt fiir einige specielle Kesultate bilden. Es ist also: 


J cos bx lg (1 -t-2 c _x cos <x-\-e~ 2x )dx = > 

roo 

I sin6.Tlg(l-t-2e“ ar cos«H-ß' _2x ) dx = 


2b 


[i 


0 

COSa 


cos 2a cos 3a 

ö -H 


2 -h6 2 2(2 2 +h 2 ) 3(3 3 h-6 2 ) 


f 00 sma 7 1 r e ÄQt — | 

sinuzaretg- öJ5=st «— r * •—r:- t— . 

J ö ^-hcos a 2 b L e b -—e~ b “ J' 


cos bx arc tg —— ( j x , 
eM-cosa 


sina sin 2a sin 3a sin4a 


1M-6* 2*-h6* -l 2 -^ 2 


"h. . . 


16) 

17) 


18) 

19) 


In 16) und 18) muss a der Relation genügen: 


- 7Z^X^-h7Z 

Die vier letzten Resultate können im Übrigen auch direct aus den zwei vorliegenden Integralen: 

o 

cos bx lg (1 -f-«T' ,c+flU ) dx 


und: 


f: 

I: 


sin bx\g (1 _| -e- x+9i )dx 


hergeleitet werden, sobald der Logarithmus durch eine unendliche Reihe ersetzt wird. 
Die Gleichung 16) nimmt durch Substitution von r. — a statt a die Form an: 

reo ^ ~ (*-cn 

I cos bx lg (1—2 er* cos ä+r 2 ') dx = —• p -- 


20 ) 


Für a = 0 und a — ~ erhält man aus der letzten Gleichung, nachdem man zuvor die neue Veränderliche 
x— hj einführt, und schliesslich statt b\. . ,c setzt, die spcciellen Resultate: 


J co " « lg(1 -He—)'/.«= J f~ — „ - _A ; 


X>0 


21 ) 


e '• —e 


C°° , 1 

I cos cj‘lg(l — e~ } " c ) dx = — 


/, ¥ ,\ 

X c -h1 

— — 7Z . 




•iCTT 

e' K — 1 


; X>0. 


> 2 ) 















Beitrag zur Ausmittlung des I Verlhes bestimmter Integrale . 


Durch Subtractiou der zwei letzten Gleichungen folgt: 


/ 


oo 

COS CX lg 


e u -hl 

e lx —l 




e x ~hl 


23 ) 


Liisst mau in den Gleichungen 16), 20) und 21\ 22) b und r in Null übergehen, so folgen noch die ein¬ 
fachen in einer anderen Form bekannten Formeln: 


f°° 3a 2 

I lg(l-f-2e”* cos«H-e* 2x )fte = - -r- 




/ oo ^2 

lg(l— 2e~ x eos ct-\-e~ 2x ) dx= — ^ - ;ra-f-— 

f\g(l+e-^)dx = ^ f 

fZ( 1—e-U) dx= - 


24) 

25) 

26) 
27) 


Verbindet man 21) und 26) sowohl durch Addition als auch durch Subtractiou, so erhält man, nachdem 
zuvor c durch 2c ersetzt worden : 


r°° . . * 

I cos 2 ex - lg'(l -f-e -Xj: ) dx = j 


r 1 

K 

i 

4c 2 

GA 


1 




und: 


roo _ 

/ siu 2 c^lg*(l-+-r“ x) ) = ^ 

' 77 

i 

1 

6X 

4c 2 

/ 2c;ü 2ctc\ 

' 0 


< 

Ar x —e x 


Durch Vertauschung von n —mit a gellt die Gleichung 18) über in: 

f co 

sin kr fl 


sina _ 1 

; are tg- dx = — 

* e*— cosa 2b 


■(*5—a)_ g —J( k— aV 


28) 


29) 


30) 


Wird das letzte Resultat mit Gleichung IS) durch Addition verbunden, so ist: 


f°°. 7 , 2 sin a 77 

J sin ^arctg^—j ,/,•= — 


1 — 


fiir «= Tr gibt Gleichung 31): 


si n bx arc cotg (V— e~ x ) dx = — 




T ~~ T 
e n-e 


~7T ~ 

C ~ H-ß 


31) 


32) 
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Reinhard Mildner . Beitrag zur Ausmittlung des Werthes bestimmter Integrale . 


Setzt man in Gleichung 30) « — y so gibt diese Substitution die einfache Formel: 

2 


sin hx arc tg* e~ x äx = — Tl — ** 1 . 

0 ^ e 2 h-ö 2 ^ 

Für « 0 und « = 77 folgen ans den Gleichungen 17) und 10) die Resultate: 

f oo 

sin&rlg(l-he ~ J: ) dx — b 

- 0 
poo 

/ sin bx lg (1 — e~ x ) dx = — b 

poo 

I cosfc 


1 

1 

] 

1 

—i— 

l 2 -t-6 2 

2 (2 2 -t-i 2 ) 

3 (3 2 +//) 

1 

1 

1 | 

1 

| 

l 2 -f-6 2 

2 l 2 2 -t-i 2 j 

1 3(3 2 -h& 2 ) 


J 1 

-W 

1 

—— -1- 


rarctge * dx — 1I+4 , 3*^* 5*^* 7 2 -h& 2 


33) 

34) 

35) 

36) 

















